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3 Îöåíêè ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé àáñòðàêòíûõ è
äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîð-óíêöèé
À. À. Âëàäèìèðîâ
Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îïåðàòîð-óíêöèÿ F (λ), λ ∈ (σ, τ ) ⊆ R,
çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïîëóîãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû ïðîñòðàíñòâà
H. Äëÿ ÷èñëà NF (α, β) ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé òàêîé îïåðàòîð-óíêöèè íà ïîëóèíòåðâàëå
[α, β) ⋐ (σ, τ ) óñòàíàâëèâàþòñÿ îöåíêè âèäà NF (α, β) > νF (β) − νF (α) è ðàâåíñòâà âèäà
NF (α, β) = νF (β)− νF (α), ãäå ν(ξ) åñòü ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
F (ξ), ξ ∈ (σ, τ ).
Ïîëó÷åííûå àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû ïðèìåíÿþòñÿ ê îáûêíîâåííûì äèåðåíöèàëüíûì
îïåðàòîð-óíêöèÿì íà êîíå÷íîì èíòåðâàëå.
1. Àáñòðàêòíûå óòâåðæäåíèÿ
Ïóñòü H åñòü íåêîòîðîå àáñòðàêòíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî, è ïóñòü F (λ) åñòü
àáñòðàêòíàÿ îïåðàòîð-óíêöèÿ èíòåðâàëà (σ, τ) ⊆ R ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
(1) Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) îïåðàòîð F (λ0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äåéñòâóþùèé â ïðîñòðàíñòâå H ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð ñ êîìïàêòíîé
ðåçîëüâåíòîé.
(2) Äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî λ0 ∈ (σ, τ) íàéäóòñÿ òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî µ è òàêàÿ
îêðåñòíîñòü U(λ0) ⋐ (σ, τ) ÷èñëà λ0, ÷òî ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ1 ∈ U(λ0)
îïåðàòîð F (λ1)− µ áóäåò íåîòðèöàòåëåí.
(3) Îïåðàòîð-óíêöèÿ (F (λ)− i)−1 íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (σ, τ) â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé
îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè.
Êàê îáû÷íî, ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êðàòíîñòè m îïåðàòîð-óíêöèè F (λ) áóäåò
íàçûâàòüñÿ òàêîå ÷èñëî λ0 ∈ (σ, τ), äëÿ êîòîðîãî 0 ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì êðàòíîñòè
m îïåðàòîðà F (λ0). Êðîìå òîãî, ÷åðåç NF (ξ1, ξ2) áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ñîñ÷èòàííîå ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè ÷èñëî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîð-óíêöèè F (λ), ëåæàùèõ íà ïîëóèíòåðâàëå
[ξ1, ξ2) ⋐ (σ, τ).
Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç νF (λ) ÷èñëîâóþ óíêöèþ, äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì
λ0 ∈ (σ, τ) ÷èñëî νF (λ0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîñ÷èòàííîå ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ÷èñëî
îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà F (λ0). Â íàñòîÿùåì ïóíêòå áóäåò èññëåäîâàí
âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó ïîâåäåíèåì óíêöèè νF (λ) è ïîâåäåíèåì âåëè÷èí NF (ξ1, ξ2).
1.1. Ïðîñòåéøàÿ îöåíêà ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 1. Äëÿ ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [ξ1, ξ2) ⋐ (σ, τ) èìååò ìåñòî îöåíêà
NF (ξ1, ξ2) > νF (ξ2)− νF (ξ1).
àáîòà ïîääåðæàíà ÔÔÈ, ãðàíòû 01-01-00691 è 02-01-06464.
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×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 1, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ âñïîìîãàòåëüíóþ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñëîâûõ óíêöèé.
Îïðåäåëåíèå 1. ×åðåç Λm(λ), m = 1, 2, . . ., áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ óíêöèè òàêèå, ÷òî ïðè
ëþáûõ èêñèðîâàííûõ m ∈ N è λ0 ∈ (σ, τ) ÷èñëî Λm(λ0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé m-îå ñíèçó (ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà F (λ0).
Îïðåäåëåíèå 1 êîððåêòíî, ïîñêîëüêó îïåðàòîðû-çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-óíêöèè F (λ)
îãðàíè÷åíû ñíèçó è èìåþò ÷èñòî äèñêðåòíûé ñïåêòð.
Îñíîâíîå ñâîéñòâî óíêöèé Λm(λ) ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Ëåììà 1. Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì m ∈ N óíêöèÿ Λm(λ) íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå
(σ, τ).
Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì
λ0 ∈ (σ, τ) óíêöèÿ Λm(λ) íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ÷èñëà λ0.
Ïóñòü âåùåñòâåííîå ÷èñëî µ è îêðåñòíîñòü U(λ0) ⋐ (σ, τ) ÷èñëà λ0 òàêîâû, ÷òî ïðè
ëþáîì èêñèðîâàííîì λ1 ∈ U(λ0) îïåðàòîð F (λ1) − µ ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì. Òàêèå µ è
U(λ0) ñóùåñòâóþò ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîð-óíêöèè F (λ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Θm,µ(λ) ÷èñëîâóþ
óíêöèþ îêðåñòíîñòè U(λ0), ñòàâÿùóþ ëþáîìó λ1 ∈ U(λ0) â ñîîòâåòñòâèå m-îå ñâåðõó (ñ ó÷åòîì
êðàòíîñòè) ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà (F (λ1)− µ)
−1
.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî îïåðàòîð-óíêöèÿ (F (λ) − µ)−1 íåïðåðûâíà íà îêðåñòíîñòè U(λ0)
â ñìûñëå ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè  ýòî ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ
îïåðàòîð-óíêöèè F (λ). Ïîýòîìó ÷èñëîâàÿ óíêöèÿ Θm,µ(λ) íåïðåðûâíà íà îêðåñòíîñòè U(λ0).
Îäíàêî ÷èñëî µ âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òî ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî
Λm(λ) =
1
Θm,µ(λ)
+ µ.
Ïîýòîìó óíêöèÿ Λm(λ) òàêæå íåïðåðûâíà íà îêðåñòíîñòè U(λ0). Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1. Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ óíêöèè νF (λ) è
óíêöèé Λm(λ) ñëåäóåò, ÷òî íå ìåíåå νF (ξ2) − νF (ξ1) óíêöèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{Λm(λ)}
∞
m=1 ïðèíèìàþò íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå ξ1 è îòðèöàòåëüíîå  â òî÷êå ξ2.
Èç óòâåðæäàåìîé ëåììîé 1 íåïðåðûâíîñòè óíêöèé Λm(λ) ïîòîìó ñëåäóåò, ÷òî íå ìåíåå
νF (ξ2) − νF (ξ1) óíêöèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Λm(λ)}
∞
m=1 èìåþò íóëü íà ïîëóèíòåðâàëå
[ξ1, ξ2). Óòâåðæäåíèå òåîðåìû òåïåðü íåìåäëåííî ïîëó÷àåòñÿ èç îïðåäåëåíèÿ óíêöèé Λm(λ) è
îïðåäåëåíèÿ ïîíÿòèÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-óíêöèè F (λ). 
1.2. Îöåíêè ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
ìîíîòîííîñòè. Åñëè íàëîæèòü íà âèä îïåðàòîð-óíêöèè F (λ) äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ,
òî ïîÿâèòñÿ âîçìîæíîñòü îöåíèòü âåëè÷èíû NF (ξ1, ξ2) íå òîëüêî ñíèçó, íî è ñâåðõó. Ïðè
îðìóëèðîâêå ñîîòâåòñòâóþùèõ óòâåðæäåíèé áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîíÿòèå çàìûêàíèÿ
êâàäðàòè÷íîé îðìû, îïðåäåëåííîå, íàïðèìåð, â [3, ãëàâà VI℄.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü îïðåäåëåíà îðìà-óíêöèÿ f(λ)[y] ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) êâàäðàòè÷íàÿ îðìà f(λ0)[y] ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàìûêàíèå îïðåäåëåííîé íà ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå D(F (λ0)) êâàäðàòè÷íîé
îðìû 〈F (λ0)y, y〉H.
• Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé îðìû f(λ0)[y] íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà
λ0 ∈ (σ, τ). Íèæå ýòà íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà λ0 ∈ (σ, τ) îáëàñòü áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
ïðîñòî ÷åðåç D(f).
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• Ïðè ëþáûõ èêñèðîâàííûõ λ1, λ2 ∈ (σ, τ), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó λ1 < λ2,
îïðåäåëåííàÿ íà ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå D(f) êâàäðàòè÷íàÿ îðìà
f(λ1)[y]− f(λ2)[y]
ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [ξ1, ξ2) ⋐ (σ, τ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
NF (ξ1, ξ2) = νF (ξ2)− νF (ξ1).
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 áóäåò îñíîâàíî íà ñëåäóþùåì ïðèâîäèìîì áåç äîêàçàòåëüñòâà
óòâåðæäåíèè, ïðåäñòàâëÿþùåì ñîáîé ïðîñòîå ñëåäñòâèå èçâåñòíîãî âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà [1,
ãëàâà 1, òåîðåìà 13bis℄.
Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü F åñòü îãðàíè÷åííûé ñíèçó ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð
ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H, ñïåêòð êîòîðîãî ÷èñòî äèñêðåòåí íà ëó÷å (−∞, 0). Ïóñòü
f[y] åñòü çàìûêàíèå îïðåäåëåííîé íà ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå D(F ) êâàäðàòè÷íîé îðìû
〈Fy, y〉H. Òîãäà ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà F ðàâíî ìàêñèìóìó
ðàçìåðíîñòåé ïîäïðîñòðàíñòâM ⊂ D(f), íà êîòîðûõ êâàäðàòè÷íàÿ îðìà f[y] îòðèöàòåëüíà.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Çàèêñèðóåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî m ∈ N, à òàêæå
ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà λ1, λ2 ∈ (σ, τ), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâó λ1 < λ2. Î÷åâèäíî,
÷òî íàéäåòñÿ m-ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî M ⊂ D(F (λ1)), íà êîòîðîì êâàäðàòè÷íàÿ îðìà
îïåðàòîðà F (λ1) − Λm(λ1) áóäåò íåïîëîæèòåëüíà. Îäíàêî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé òåîðåìû
óêàçàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî M áóäåò ïîäïðîñòðàíñòâîì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé
îðìû f(λ2)[y], ïðè÷åì êâàäðàòè÷íàÿ îðìà f(λ2)[y]−Λm(λ1) · ‖y‖
2
H
áóäåò íà ïîäïðîñòðàíñòâå
M îòðèöàòåëüíà. Èç óòâåðæäåíèÿ 1 òåïåðü íåìåäëåííî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
Λm(λ2) < Λm(λ1).
Ââèäó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ÷èñåë m, λ1 è λ2, ñêàçàííîå îçíà÷àåò, ÷òî âñå óíêöèè Λm(λ)
ñòðîãî óáûâàþò íà èíòåðâàëå (σ, τ).
Îäíàêî èç íåïðåðûâíîñòè è ñòðîãîãî óáûâàíèÿ óíêöèé Λm(λ) ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà
NF (ξ1, ξ2) â òî÷íîñòè ðàâíà ÷èñëó òàêèõ óíêöèé èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Λm(λ)}
∞
m=1, êîòîðûå
ïðèíèìàþò íåîòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå â òî÷êå ξ1 è îòðèöàòåëüíîå  â òî÷êå ξ2. Ïîñêîëüêó ÷èñëî
òàêèõ óíêöèé åñòü νF (ξ2)− νF (ξ1), òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñïðàâåäëèâî. 
1.3. Îöåíêè ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé
îòðèöàòåëüíîñòè òèïà ñïåêòðà. Óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ìîæíî â íåêîòîðîì ñìûñëå îñëàáèòü.
Èìåííî, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü îïðåäåëåíû îðìû-óíêöèè f(λ)[y] è f′(λ)[y] ñî ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè.
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) êâàäðàòè÷íàÿ îðìà f(λ0)[y] ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé çàìûêàíèå îïðåäåëåííîé íà ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå D(F (λ0)) êâàäðàòè÷íîé
îðìû 〈F (λ0)y, y〉H.
• Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé îðìû f(λ0)[y] íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà
λ0 ∈ (σ, τ). Íèæå ýòà íå çàâèñÿùàÿ îò âûáîðà λ0 ∈ (σ, τ) îáëàñòü áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
ïðîñòî ÷åðåç D(f).
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êâàäðàòè÷íîé îðìû
f′(λ0)[y] ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D(f).
• Êâàäðàòè÷íûå îðìû f′(λ)[y] ðàâíîìåðíî ïî λ ∈ (σ, τ) îãðàíè÷åíû îòíîñèòåëüíî
ïðîèçâîëüíîé ìåòðèêè, ïî êîòîðîé D(f) ïîëíî.
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì y0 ∈ D(f) ÷èñëîâàÿ óíêöèÿ f(λ)[y0] äèåðåíöèðóåìà íà
èíòåðâàëå (σ, τ), è ïðîèçâîäíàÿ ýòîé óíêöèè åñòü ÷èñëîâàÿ óíêöèÿ f′(λ)[y0].
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• Äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé ïàðû {λ0, y0} îïåðàòîð-óíêöèè F (λ) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî f′(λ0)[y0] < 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [ξ1, ξ2) ⋐ (σ, τ) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
NF (ξ1, ξ2) = νF (ξ2)− νF (ξ1).
Îòìåòèì, ÷òî ñîäåðæàíèå òåîðåìû 3 òåñíî ñâÿçàíî ñ èçâåñòíûì â òåîðèè îïåðàòîðíûõ
ïó÷êîâ ïîíÿòèåì òèïà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3. Ïóñòü m ∈ N è λ0 ∈ (σ, τ)ïðîèçâîëüíûå ÷èñëà, äëÿ
êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Λm(λ0) = 0.
Ââåäåì â ëèíåéíîì ïðîñòðàíñòâå D(f) íîðìó
‖y‖2F := f(λ0)[y]− µ · ‖y‖
2
H,
ãäå µ åñòü ïðîèçâîëüíî èêñèðîâàííîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, ñòðîãî ìåíüøåå âåðøèíû îðìû
f(λ0)[y]. Îòíîñèòåëüíî íîðìû ‖y‖F ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî D(f) ÿâëÿåòñÿ ãèëüáåðòîâûì
ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðîå íèæå áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç F.
àññìîòðèì îïåðàòîð-óíêöèþ K(λ), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ1 ∈ (σ, τ)
îïåðàòîð K(λ1) äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå F è óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
〈(1 +K(λ1))y, y〉F = f(λ1)[y].
Èç òåîðåìû î çàìêíóòîì ãðàèêå (ñì., íàïðèìåð, [3, ãëàâà III, òåîðåìà 5.20℄) íåòðóäíî âûâåñòè
òîò àêò, ÷òî çíà÷åíèÿìè îïåðàòîð-óíêöèè K(λ) ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå
îïåðàòîðû. Êðîìå òîãî, èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ‖y‖F è êîìïàêòíîñòè ðåçîëüâåíòû îïåðàòîðà
F (λ0) âûòåêàåò àêò êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà K(λ0).
Çàìåòèì, ÷òî îïåðàòîð-óíêöèÿ K(λ) ÿâëÿåòñÿ äèåðåíöèðóåìîé, ïðè÷åì åå ïðîèçâîäíàÿ
K ′(λ) óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó
〈K ′(λ)y, y〉F = f
′(λ)[y].
Çàìåòèì òàêæå, ÷òî îïåðàòîðû-çíà÷åíèÿ îïåðàòîð-óíêöèè K ′(λ) ðàâíîìåðíî ïî λ ∈ (σ, τ)
îãðàíè÷åíû â ñèëó óñëîâèé òåîðåìû.
àçëîæèì òåïåðü ïðîñòðàíñòâî F â ïðÿìóþ ñóììó F− ⊕ F0 ⊕ F+, ãäå
• F− åñòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà K(λ0), îòâå÷àþùåå òîé ÷àñòè åãî
ñïåêòðà, êîòîðàÿ ëåæèò íà ëó÷å (−∞,−1);
• F0 åñòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà K(λ0), îòâå÷àþùåå ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ −1;
• F+ åñòü èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà K(λ0), îòâå÷àþùåå òîé ÷àñòè åãî
ñïåêòðà, êîòîðàÿ ëåæèò íà ëó÷å (−1,+∞).
Èç êîìïàêòíîñòè îïåðàòîðà K(λ0) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ε > 0, äëÿ êîòîðîãî íà
ïîäïðîñòðàíñòâå F− áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(1) 〈K(λ0)y, y〉F 6 (−1− ε)‖y‖
2
F,
à íà ïîäïðîñòðàíñòâå F+ áóäåò ñïðàâåäëèâà îöåíêà
(2) 〈K(λ0)y, y〉F > (−1 + ε)‖y‖
2
F.
Îäíàêî èç óñëîâèé òåîðåìû è èç ïåðâîé òåîðåìû î ïðåäñòàâëåíèè (ñì. [3, ãëàâà VI,
òåîðåìà 2.1℄) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà y ∈ F0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
〈K ′(λ0)y, y〉F < 0.
Ïîýòîìó îöåíêà (1) îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ ïðàâàÿ ïðîêîëîòàÿ ïîëóîêðåñòíîñòü U
ïð
(λ0) ⋐ (σ, τ)
òî÷êè λ0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ1 ∈ Uïð(λ0) êâàäðàòè÷íàÿ îðìà îïåðàòîðà
1 + K(λ1) áóäåò îòðèöàòåëüíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå F− ⊕ F0. Àíàëîãè÷íî, èç îöåíêè (2) è
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ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîð-óíêöèè K ′(λ) ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ ëåâàÿ ïðîêîëîòàÿ
ïîëóîêðåñòíîñòü U
ëåâ
(λ0) ⋐ (σ, τ) òî÷êè λ0 òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîãî λ1 ∈ Uëåâ(λ0) êâàäðàòè÷íàÿ
îðìà îïåðàòîðà 1 +K(λ1) áóäåò ïîëîæèòåëüíà íà ïîäïðîñòðàíñòâå F0 ⊕ F+.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî F− ⊕ F0 èìååò ðàçìåðíîñòü > m. Ïîýòîìó èç
îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîð-óíêöèè K(λ) è óòâåðæäåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì λ1 ∈ Uïð(λ0)
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Λm(λ1) < 0. Àíàëîãè÷íî, ïîäïðîñòðàíñòâî F0 ⊕ F+ èìååò
êîðàçìåðíîñòü < m. Ïîýòîìó ïðè ëþáîì λ1 ∈ Uëåâ(λ0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî Λm(λ1) > 0.
Èòàê, ïîëó÷åí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò: êàêîâû áû íè áûëè m ∈ N è λ0 ∈ (σ, τ),
óäîâëåòâîðÿþùèå ðàâåíñòâó Λm(λ0) = 0, óíêöèÿ Λm(λ) íåîòðèöàòåëüíà â íåêîòîðîé ëåâîé
ïîëóîêðåñòíîñòè òî÷êè λ0 è îòðèöàòåëüíà â íåêîòîðîé ïðîêîëîòîé ïðàâîé ïîëóîêðåñòíîñòè
òî÷êè λ0. Ïîñêîëüêó ëþáàÿ èç óíêöèé Λm(λ) íåïðåðûâíà â ñèëó ëåììû 1, òî ýòîò ðåçóëüòàò
îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ èç óíêöèé Λm(λ) ñòðîãî óáûâàåò â êàæäîì èç ñâîèõ íóëåé. Îòñþäà, â
ñâîþ î÷åðåäü, ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ èç óíêöèé Λm(λ) èìååò íå áîëåå îäíîãî íóëÿ, ñëåâà îò
êîòîðîãî îíà ïðèíèìàåò òîëüêî ïîëîæèòåëüíûå, à ñïðàâà  òîëüêî îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
Ïîâòîðÿÿ òåïåðü ðàññóæäåíèÿ, çàâåðøàþùèå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2, óáåæäàåìñÿ â
ñïðàâåäëèâîñòè óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. 
2. Ïðèìåíåíèå ê äèåðåíöèàëüíûì îïåðàòîð-óíêöèÿì
àññìîòðèì òåïåðü îïåðàòîð-óíêöèè, îïèñûâàåìûå ñëåäóþùèì îïðåäåëåíèåì.
Îïðåäåëåíèå 2. Ïóñòü pk(x, λ), k = 0, . . . , n, åñòü íåïðåðûâíûå âåùåñòâåííûå óíêöèè
ïðÿìîóãîëüíèêà [a, b]× (σ, τ). Ïóñòü ïðè ýòîì äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî λ0 ∈ (σ, τ) óíêöèÿ
p0(x, λ0) ïîëîæèòåëüíà è ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó C
n[a, b], à ëþáàÿ èç óíêöèé pk(x, λ0),
k = 1, . . . , n− 1, ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Cn−k[a, b]. Ïóñòü, äàëåå, U(λ) åñòü íåïðåðûâíàÿ
ìàòðèöà-óíêöèÿ èíòåðâàëà (σ, τ), çíà÷åíèÿìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûå êîìïëåêñíûå
ìàòðèöû ðàçìåðà 2n × 2n. Òîãäà îïåðàòîð-óíêöèåé, îïðåäåëåííîé äèåðåíöèàëüíûì
âûðàæåíèåì
(3)
n∑
k=0
(−1)n−k
(
pk(x, λ)y
(n−k)(x)
)(n−k)
è êðàåâûìè óñëîâèÿìè
(4) (U(λ) − 1)y∨ + i(U(λ) + 1)y∧ = 0,
íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð-óíêöèÿ S(λ) ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) îïåðàòîð S(λ0) äåéñòâóåò â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå L2[a, b].
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà S(λ0)
ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2[a, b] ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî{
y ∈ L2[a, b] y ∈W
2n
2 [a, b], (U(λ0)− 1)y
∨ + i(U(λ0) + 1)y
∧ = 0
}
,
ãäå y∧ è y∨ åñòü ñâÿçàííûå ñ óíêöèåé y(x) âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà C2n âèäà
y∧ :=


y(a)
y′(a)
. . . . . . . . .
y(n−1)(a)
y(b)
y′(b)
. . . . . . . . .
y(n−1)(b)


, y∨ :=


y[2n−1](a)
y[2n−2](a)
. . . . . . . . . . .
y[n](a)
−y[2n−1](b)
−y[2n−2](b)
. . . . . . . . . . .
−y[n](b)


ÎÖÅÍÊÈ ×ÈÑËÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÎÏÅÀÒÎ-ÔÓÍÊÖÈÉ 6
(ñð. ñ [6, (7.50)℄). Çäåñü ÷åðåç y[n+m](x) îáîçíà÷åíû õîðîøî èçâåñòíûå â òåîðèè
äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ êâàçèïðîèçâîäíûå âèäà
y[n+m](x) :=
m∑
k=0
(−1)m−k
(
pk(x, λ0)y
(n−k)(x)
)(m−k)
, m = 0, . . . , n
(ñð. ñ [5,  15, (3)℄ è [6, (7.46)℄).
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) äåéñòâèå îïåðàòîðà S(λ0) íà ïðîèçâîëüíóþ
óíêöèþ y ∈ D(S(λ0)) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
S(λ0)y :=
n∑
k=0
(−1)n−k
(
pk(x, λ0)y
(n−k)(x)
)(n−k)
.
Íàñòîÿùèé ïóíêò ïîñâÿùàåòñÿ ïðèìåíåíèþ òåîðåì 1  3 ê îïåðàòîð-óíêöèÿì S(λ),
îïèñûâàåìûì îïðåäåëåíèåì 2.
2.1. Ñâîéñòâà äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîð-óíêöèé. Îïåðàòîð-óíêöèè,
îïèñûâàåìûå îïðåäåëåíèåì 2, îáëàäàþò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.
Ëåììà 2. Ïóñòü A(λ) åñòü ìàòðèöà-óíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ïðè ëþáîì λ0 ∈ (σ, τ)
óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
(5) A(λ0) =
1
2pi
∫
Γ
z + 1
z − 1
· (U(λ0)− z)
−1 dz.
Çäåñü U(λ0) åñòü óíèòàðíàÿ ìàòðèöà èç îïðåäåëÿþùèõ îïåðàòîð S(λ0) êðàåâûõ óñëîâèé, à Γ
åñòü ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííûé êîíòóð, âíóòðåííîñòü êîòîðîãî íå ñîäåðæèò òî÷êó
1, íî ñîäåðæèò âñå îòëè÷íûå îò 1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû U(λ0). Òîãäà ïðè ëþáîì
èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) äëÿ ëþáîé óíêöèè y ∈ D(S(λ0)) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
(6) 〈S(λ0)y, y〉L2[a,b] =
n∑
k=0
b∫
a
pk(x, λ0)
∣∣∣y(n−k)(x)
∣∣∣2 dx+ 〈A(λ0)y∧, y∧〉C2n .
Ëåììà 3. Ïóñòü ìàòðèöà-óíêöèÿ U(λ) òàêîâà, ÷òî ÷èñëîâàÿ óíêöèÿ rank(U(λ) − 1)
ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå (σ, τ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî λ0 ∈ (σ, τ) íàéäóòñÿ
òàêîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî µ è òàêàÿ îêðåñòíîñòü U(λ0) ⋐ (σ, τ) ÷èñëà λ0, ÷òî ïðè ëþáîì
èêñèðîâàííîì λ1 ∈ U(λ0) îïåðàòîð S(λ1)− µ áóäåò íåîòðèöàòåëåí.
Ëåììà 4. Îïåðàòîð-óíêöèÿ (S(λ) − i)−1 íåïðåðûâíà íà èíòåðâàëå (σ, τ) â ñìûñëå
ðàâíîìåðíîé îïåðàòîðíîé òîïîëîãèè.
Ëåììà 5. Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ) çàìûêàíèåì îïðåäåëåííîé íà ëèíåéíîì
ïîäïðîñòðàíñòâå D(S(λ0)) êâàäðàòè÷íîé îðìû 〈S(λ0)y, y〉L2[a,b] ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íàÿ
îðìà s(λ0)[y], îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî{
y ∈ L2[a, b] y ∈W
n
2 [a, b], y
∧ ⊥ ker(U(λ0)− 1)
}
,
è çíà÷åíèå êîòîðîé íà ïðîèçâîëüíîé óíêöèè y ∈ D(s) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì
s(λ0)[y] :=
n∑
k=0
b∫
a
pk(x, λ0)
∣∣∣y(n−k)(x)
∣∣∣2 dx+ 〈A(λ0)y∧, y∧〉C2n .
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2. Ïðè ïîìîùè èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì íåòðóäíî óñòàíîâèòü
ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâà
〈S(λ0)y, y〉L2[a,b] =
n∑
k=0
b∫
a
pk(x, λ0)
∣∣∣y(n−k)(x)
∣∣∣2 dx+ 〈y∨, y∧〉C2n .
Ïîýòîìó ëåììà áóäåò äîêàçàíà, åñëè áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ Y,Z ∈ C2n,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
(7) (U(λ0)− 1)Z + i(U(λ0) + 1)Y = 0,
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(8) 〈Z, Y 〉C2n = 〈A(λ0)Y, Y 〉C2n .
Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå (7) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ïàðàìåòðè÷åñêîé îðìå
(9)
Y = (U(λ0)− 1)X,
Z = −i(U(λ0) + 1)X,
X ∈ C2n.
Ïðè ýòîì ëåâàÿ ÷àñòü ïðåäïîëàãàåìîãî ðàâåíñòâà (8) îêàçûâàåòñÿ ðàâíà ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ
〈B(λ0)X,X〉C2n ,
ãäå ÷åðåç B(λ0) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà
B(λ0) := −i
(
U−1(λ0)− 1
)
· (U(λ0) + 1) = =
1
2pi
∫
Γ1
(z−1 − 1) · (z + 1) · (U(λ0)− z)
−1 dz.
Çäåñü Γ1 åñòü ïîëîæèòåëüíî îðèåíòèðîâàííàÿ ãðàíèöà êîëüöà {z ∈ C |z| ∈ (1 − ε, 1 + ε)}. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâàÿ ÷àñòü ïðåäïîëàãàåìîãî ðàâåíñòâà (8) îêàçûâàåòñÿ ðàâíà ñêàëÿðíîìó
ïðîèçâåäåíèþ
〈C(λ0)X,X〉C2n ,
ãäå ÷åðåç C(λ0) îáîçíà÷åíà ìàòðèöà
C(λ0) :=
1
2pi
∫
Γ
(z−1 − 1) · (z + 1) · (U(λ0)− z)
−1 dz.
Çäåñü Γ åñòü êîíòóð èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû A(λ0).
Ìåæäó òåì, óíêöèÿ −i(z−1 − 1)(z + 1) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå z = 1, à ìàòðèöà U(λ0)
çàâåäîìî íå èìååò ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ 1. Ïîýòîìó
ìàòðèöû B(λ0) è C(λ0) ðàâíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7) ðàâåíñòâî (8)
äåéñòâèòåëüíî ñïðàâåäëèâî. Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà. 
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 3. Çàèêñèðóåì âåùåñòâåííîå ÷èñëî µ òàêèì îáðàçîì, ÷òî
îïðåäåëåííàÿ â ïðîñòðàíñòâå W n2 [a, b] îãðàíè÷åííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ îðìà
sλ0,µ[y] :=
n∑
k=0
b∫
a
pk(x, λ0)
∣∣∣y(n−k)(x)
∣∣∣2 dx−
b∫
a
µ · |y(x)|2 dx+ + 〈A(λ0)y
∧, y∧〉C2n
ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíîé.
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ rank(U(λ) − 1) = const ìàòðèöà-óíêöèÿ A(λ)
ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé íà èíòåðâàëå (σ, τ). Ïîýòîìó äëÿ ÷èñåë λ1, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê λ0,
ðàçíîñòü ìåæäó êâàäðàòè÷íîé îðìîé sλ0,µ[y] è êâàäðàòè÷íîé îðìîé
sλ1,µ[y] :=
n∑
k=0
b∫
a
pk(x, λ1)
∣∣∣y(n−k)(x)
∣∣∣2 dx−
b∫
a
µ · |y(x)|2 dx+ + 〈A(λ1)y
∧, y∧〉C2n
áóäåò ðàâíîìåðíî ìàëà (ïî ìåòðèêå ïðîñòðàíñòâà W n2 [a, b]). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ
îêðåñòíîñòü U(λ0) ⋐ (σ, τ) ÷èñëà λ0, ÷òî äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî λ1 ∈ U(λ0) êâàäðàòè÷íàÿ
îðìà sλ1,µ[y] áóäåò íåîòðèöàòåëüíà.
Îäíàêî èç ëåììû 2 ñ î÷åâèäíîñòüþ ñëåäóåò, ÷òî íåîòðèöàòåëüíîñòü êâàäðàòè÷íîé îðìû
sλ1,µ[y] âëå÷åò çà ñîáîé íåîòðèöàòåëüíîñòü îïåðàòîðà S(λ1) − µ (îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ,
íåâåðíî). Çíà÷èò, ðàíåå îïðåäåëåííûå ÷èñëî µ è îêðåñòíîñòü U(λ0) îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì,
÷òî äëÿ ëþáîãî èêñèðîâàííîãî λ1 ∈ U(λ0) îïåðàòîð S(λ1)−µ ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Òåì
ñàìûì óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî. 
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 4. àññìîòðèì îïðåäåëåííóþ íà ïàðàëëåëåïèïåäå
[a, b] × [a, b] × (σ, τ) óíêöèþ G(x, t, λ), äëÿ êîòîðîé ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì λ0 ∈ (σ, τ)
óíêöèÿ G(x, t, λ0) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óíêöèþ ðèíà îïåðàòîðà S(λ0) − i. Íåòðóäíî
ïðîâåðèòü, ÷òî íåïðåðûâíîñòü óíêöèé pk(x, λ) è U(λ) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî óíêöèÿ
G(x, t, λ) íåïðåðûâíà íà ïàðàëëåëåïèïåäå [a, b]× [a, b]× (σ, τ). Îòñþäà ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ëåììû. 
Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 5. Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ äîêàçûâàåìîé ëåììû
íåòðóäíî âûâåñòè èç ëåììû 2 è âîçìîæíîñòè çàïèñè óñëîâèÿ (7) â îðìå (9). 
2.2. Îöåíêè ÷èñëà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Èç ëåìì 2  5 è òåîðåì 1  3 âûòåêàåò
ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.
Òåîðåìà 4. Ïóñòü ìàòðèöà-óíêöèÿ U(λ) òàêîâà, ÷òî ÷èñëîâàÿ óíêöèÿ rank(U(λ)− 1)
ïîñòîÿííà íà èíòåðâàëå (σ, τ). Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [ξ1, ξ2) ⋐ (σ, τ) èìååò ìåñòî
îöåíêà
(10) NS(ξ1, ξ2) > νS(ξ2)− νS(ξ1).
Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
• Ïîäïðîñòðàíñòâî ker (U(λ0)− 1) íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà λ0 ∈ (σ, τ).
• Ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì x ∈ [a, b] óíêöèè pk(x, λ), k = 0, . . . , n − 1, íåâîçðàñòàþò
ïî λ. Êðîìå òîãî, ïðè ëþáîì èêñèðîâàííîì x ∈ [a, b] óíêöèÿ pn(x, λ) ñòðîãî
óáûâàåò ïî λ.
• Îòâå÷àþùàÿ ìàòðèöå-óíêöèè U(λ) ìàòðèöà-óíêöèÿ A(λ) (ñì. ëåììó 2)
íåâîçðàñòàåò ïî λ â òîì ñìûñëå, ÷òî ïðè ëþáûõ èêñèðîâàííûõ λ1, λ2 ∈ (σ, τ),
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó λ1 < λ2, ñàìîñîïðÿæåííàÿ ìàòðèöà A(λ1) − A(λ2)
ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [ξ1, ξ2) ⋐ (σ, τ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
NS(ξ1, ξ2) = νS(ξ2)− νS(ξ1).
Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
• Ïîäïðîñòðàíñòâî ker(U(λ0)− 1) íå çàâèñèò îò âûáîðà ÷èñëà λ0 ∈ (σ, τ).
• Ôóíêöèè pk(x, λ), k = 0, . . . , n, ÿâëÿþòñÿ äèåðåíöèðóåìûìè ïî ïàðàìåòðó λ,
ïðè÷åì âñå ïðîèçâîäíûå {pk(x, λ)}
′
λ íåïðåðûâíû íà ïðÿìîóãîëüíèêå [a, b]× (σ, τ).
• Ìàòðèöà-óíêöèÿ U(λ) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíî äèåðåíöèðóåìîé.
ÎÖÅÍÊÈ ×ÈÑËÀ ÑÎÁÑÒÂÅÍÍÛÕ ÇÍÀ×ÅÍÈÉ ÎÏÅÀÒÎ-ÔÓÍÊÖÈÉ 9
• Äëÿ ëþáîé ñîáñòâåííîé ïàðû {λ0, y0} îïåðàòîð-óíêöèè S(λ) èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî
n∑
k=0
b∫
a
{pk(x, λ)}
′
λ
∣∣
λ=λ0
·
∣∣∣y(n−k)(x)
∣∣∣ dx+ 〈A′(λ0)y∧, y∧〉C2n < 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëóèíòåðâàëà [ξ1, ξ2) ⋐ (σ, τ) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî
NS(ξ1, ξ2) = νS(ξ2)− νS(ξ1).
Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé òåîðåì 4  6 ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå îöåíêè ÷èñëà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äèåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîð-óíêöèé  â ÷àñòíîñòè, îöåíêè, ñâÿçàííûå
ñ ðåçóëüòàòàìè ðàáîò [2℄ è [4℄.
Àâòîð âûðàæàåò ïðèçíàòåëüíîñòü ïðî. À. À. Øêàëèêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è öåííûå
çàìå÷àíèÿ.
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